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Exercice 1:  Surface et centre d’un triangle 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Question 1:  Choisir le système de coordonnées adapté au problème et poser l’élément 

de surface associé 

 

Coordonnées cartésiennes 

𝑑𝑆 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

Question 2:  Donner les intervalles de variation de chaque paramètre pour décrire la 

surface étudiée 

 

Deux solutions : 

𝑥 ∈ [0, 𝑎] & 𝑦 ∈ [0,
𝑏

𝑎
(𝑎 − 𝑥)] 

𝑦 ∈ [0, 𝑏] & 𝑥 ∈ [0,
𝑎

𝑏
(𝑏 − 𝑦)] 

 

Question 3:  Déterminer la surface du triangle par calcul intégral  en fonction de 𝒂 et 𝒃 

 

𝑆 ∫𝑑𝑆
𝑆

= ∫ (∫ 𝑑𝑦
𝑦(𝑥)

𝑦=0

)
𝑎

𝑥=0

𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑑𝑥
𝑥(𝑦)

𝑥=0

)
𝑏

𝑦=0

𝑑𝑦 

𝑦(𝑥) = 𝑏 −
𝑏

𝑎
𝑥 =

𝑏

𝑎
(𝑎 − 𝑥) 

𝑆 = ∫ (∫ 𝑑𝑦

𝑏
𝑎

(𝑎−𝑥)

𝑦=0

)
𝑎

𝑥=0

𝑑𝑥 = ∫ (
𝑏

𝑎
(𝑎 − 𝑥))

𝑎

𝑥=0

𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
[𝑎𝑥 −

𝑥2

2
]

0

𝑎

=
𝑏

𝑎
(𝑎2 −

𝑎2

2
) =

𝑏

𝑎

𝑎2

2
 

𝑆 =
𝑎𝑏

2
 

  

𝒚ሬሬԦ 

𝑶 

𝒂 

𝒃 

𝒙ሬሬԦ 
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Question 4:  Déterminer les coordonnées 𝑿𝑮 et 𝒀𝑮 du centre géométrique du triangle 

en fonction de 𝒂 et 𝒃 

 

𝑆 =
𝑎𝑏

2
 

𝑋𝐺 =
1

𝑆
∫𝑥𝑑𝑆

𝑆

=
1

𝑆
∫ ∫ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑏
𝑎

(𝑎−𝑥)

𝑦=0

𝑎

𝑥=0

=
1

𝑆
∫ 𝑥 (

𝑏

𝑎
(𝑎 − 𝑥)) 𝑑𝑥

𝑎

𝑥=0

=
𝑏

𝑎𝑆
∫ (𝑎𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥

𝑎

𝑥=0

 

𝑋𝐺 =
𝑏

𝑎𝑆
[𝑎

𝑥2

2
−

𝑥3

3
]

0

𝑎

=
𝑏

𝑎𝑆
(

𝑎3

2
−

𝑎3

3
) =

𝑏𝑎3

𝑎𝑆
(

1

2
−

1

3
) =

2𝑏𝑎2

𝑎𝑏6
=

1

3
𝑎 

 

𝑌𝐺 =
1

𝑆
∫𝑦𝑑𝑆

𝑆

=
1

𝑆
∫ ∫ 𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑏
𝑎

(𝑎−𝑥)

𝑦=0

𝑎

𝑥=0

=
1

𝑆
∫

1

2
(

𝑏

𝑎
(𝑎 − 𝑥))

2

𝑑𝑥
𝑎

𝑥=0

=
𝑏2

2𝑎2𝑆
∫ (𝑎 − 𝑥)2𝑑𝑥

𝑎

𝑥=0

 

𝑌𝐺 =
𝑏2

2𝑎2𝑆
∫ (𝑎2 − 2𝑥𝑎 + 𝑥2)𝑑𝑥

𝑋

𝑥=0

=
𝑏2

2𝑎2𝑆
[𝑎2𝑥 − 𝑥2𝑎 +

𝑥3

3
]

0

𝑋

=
2𝑏2

2𝑎2𝑎𝑏

𝑎3

3
=

1

3
𝑏 

{
𝑋𝐺 =

1

3
𝑎

𝑌𝐺 =
1

3
𝑏

 

 

Rq : pour cette seconde intégrale, il est plus simple d’inverser les bornes en intégrant 𝑦 de 0 à 𝑏 et 𝑥 

de 0 à 𝑥(𝑦) 
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Exercice 2:  Surface et centre d’un demi-disque 
 

 

 

 

 

 

 

Question 1:  Choisir le système de coordonnées adapté au problème et poser l’élément 

de surface associé 

 

Coordonnées cylindriques : 𝑑𝑆 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

Question 2:  Donner les intervalles de variation de chaque paramètre pour décrire la 

surface étudiée 

 

𝑟 ∈ [0, 𝑅]     ;      𝜃 ∈ [0, 𝜋] 

 

Question 3:  Déterminer la surface du demi-disque par calcul intégral  en fonction de 𝑹 

 

𝑆 = ∫𝑑𝑆
𝑆

= ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝜋

𝜃=0

𝑅

𝑟=0

= ∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅

𝑟=0

∫ 𝑑𝜃
𝜋

𝜃=0

= [
𝑟2

2
]

0

𝑅

[𝜃]0
𝜋 =

𝜋𝑅2

2
 

 

Question 4:  Déterminer les coordonnées 𝑿𝑮 et 𝒀𝑮 du centre géométrique du demi-

disque en fonction de 𝑹 

 

Compte tenu de l’axe de symétrie (𝑂, 𝑦Ԧ), 𝑋𝐺 = 0 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑌𝐺 =
1

𝑆
∫𝑦𝑑𝑆

𝑆

=
1

𝑆
∫ ∫ 𝑟 sin 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝜋

𝜃=0

𝑅

𝑟=0

=
1

𝑆
∫ 𝑟2𝑑𝑟

𝑅

𝑟=0

∫ sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

𝜃=0

=
1

𝑆
[
𝑟3

3
]

0

𝑅

[− cos 𝜃]0
𝜋 

𝑌𝐺 =
1

𝑆

2𝑅3

3
=

2

𝜋𝑅2

2𝑅3

3
=

4𝑅

3𝜋
 

 

{

𝑋𝐺 = 0

𝑌𝐺 =
4𝑅

3𝜋

 

Remarque : Calcul cartésien pas trop dur ici grâce au carré qui apparaît… 

𝑌𝐺 =
1

𝑆
∫𝑦𝑑𝑆

𝑆

=
1

𝑆
∫ ∫ 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

√𝑅2−𝑥2

𝑦=0

𝑅

𝑥=−𝑅

=
1

𝑆
∫ [

𝑦2

2
]

0

√𝑅2−𝑥2

𝑑𝑥

𝑅

𝑥=−𝑅

=
1

2𝑆
∫ (𝑅2 − 𝑥2)𝑑𝑥

𝑅

𝑥=−𝑅

 

𝑌𝐺 =
1

2𝑆
[𝑅2𝑥 −

𝑥3

3
]

−𝑅

𝑅

=
1

2𝑆
[𝑅3 −

𝑅3

3
− (−𝑅3 +

𝑅3

3
)] =

1

𝑆
[𝑅3 −

𝑅3

3
] =

1

𝑆

2𝑅3

3
=

4𝑅

3𝜋
 

  

𝑶 

𝑹 
𝒚ሬሬԦ 

𝒙ሬሬԦ 

𝑷 

𝜽 
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Exercice 3:  Volume et centre d’un cône 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Question 1:  Choisir le système de coordonnées adapté au problème et poser l’élément 

de volume associé 

 

Coordonnées cylindriques 

𝑑𝑆 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 

 

Question 2:  Donner les intervalles de variation de chaque paramètre pour décrire le 

volume étudié 

 

𝑧 ∈ [0, 𝐻] 

𝑟 ∈ [0, 𝑧
𝑅

𝐻
] 

𝜃 ∈ [0, 𝜋] 

 

Question 3:  Déterminer le volume du cône par calcul intégral  en fonction de 𝑹 et 𝑯 

 

𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ ∫ (∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑧

𝑅
𝐻

𝑟=0

)
𝐻

𝑧=0

𝑑𝑧𝑑𝜃
2𝜋

𝜃=0

= ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

𝜃=0

∫ [
𝑟2

2
]

0

𝑧
𝑅
𝐻

𝑑𝑧
𝐻

𝑧=0

= 2𝜋 ∫ 𝑧2
𝑅2

2𝐻2 𝑑𝑧
𝐻

𝑧=0

 

𝑉 = 𝜋
𝑅2

𝐻2 [
𝑟3

3
]

0

𝐻

= 𝜋
𝑅2

𝐻2

𝐻3

3
=

𝜋𝑅2𝐻

3
 

𝑶 

𝑹 

𝒙ሬሬԦ 

𝒚ሬሬԦ 

𝒛ሬԦ 

𝑯 
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Question 4:  Déterminer les coordonnées 𝑿𝑮, 𝒀𝑮 et 𝒁𝑮 du centre géométrique du cône 

en fonction de 𝑹 et 𝑯 

 

Compte tenu de l’axe de révolution, 𝑋𝐺 = 𝑌𝐺 = 0 

 

𝑍𝐺 =
1

𝑉
∫ 𝑧𝑑𝑉

𝑉

=
1

𝑉
∫ ∫ (∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑧
𝑅
𝐻

𝑟=0

)
𝐻

𝑧=0

𝑧𝑑𝑧𝑑𝜃
2𝜋

𝜃=0

=
1

𝑉
∫ 𝑑𝜃

2𝜋

𝜃=0

∫ [
𝑟2

2
]

0

𝑧
𝑅
𝐻

𝑧𝑑𝑧
𝐻

𝑧=0

 

𝑍𝐺 =
1

𝑉

𝜋𝑅2

𝐻2 ∫ 𝑧3𝑑𝑧
𝐻

𝑧=0

=
1

𝑉

𝜋𝑅2

𝐻2

𝐻4

4
 

 

𝑍𝐺 =
3

𝜋𝑅2𝐻

𝜋𝑅2

𝐻2

𝐻4

4
=

3

4
𝐻 

 

 

{

𝑋𝐺 = 0
𝑌𝐺 = 0

𝑍𝐺 =
3

4
𝐻

 

 


